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pelo que a mudanca de varidvel a utilizar é x = 2tg(t), com t € ]—3, 5 [
Nesta situagdo, temos

Va4 +x2 = \/4(1+tg \/4sec2 (t) = 2| sec(t)| = 2sec(t)

d
A diferencial é dx = d% dt = 2sec?(t) dt
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Exemplo 4: Calcular / —/
xV4+ x?

O integral contém um radical da forma va2 + u?, com a=2e u = x,
pelo que a mudanca de varidvel a utilizar é x = 2tg(t), com t € ]—3, 5 [
Nesta situagdo, temos

Va4 +x2 = \/4(1+tg \/4sec2 (t) = 2| sec(t)| = 2sec(t)

d
A diferencial é dx = d% dt = 2sec?(t) dt
Substituindo no integral, vem

- 2sec?(t) dt

1
r= / 2tg(t) - 2sec(t)

tpa



Exemplo 4: Calcular / —/
xV4+ x?

O integral contém um radical da forma va2 + u?, com a=2e u = x,
pelo que a mudanca de varidvel a utilizar é x = 2tg(t), com t € ]—3, 5 [

Nesta situagdo, temos
Va+x2= \/4(1+tg \/4sec2 (t) = 2| sec(t)| = 2sec(t)

d
A diferencial é dx = d% dt = 2sec?(t) dt.

Substituindo no integral, vem

1 1 [ 1
= / 2tg(t) - 2sec(t) - 25ec’(t) dt = 2 / tg(t) - sec(t) dt

tpa



Exemplo 4: Calcular / —/
xV4+ x?

O integral contém um radical da forma va2 + u?, com a=2e u = x,
pelo que a mudanca de varidvel a utilizar é x = 2tg(t), com t € ]—g, 5 [
Nesta situagdo, temos

Va4 +x2 = \/4(1+tg \/4sec2 (t) = 2| sec(t)| = 2sec(t)

d
A diferencial é dx = di; dt = 2sec?(t) dt.

Substituindo no integral, vem

1 1 1
/:/2tg(t =0 25ec2(t)dt:2/tg(t)-sec(t)dt
/cos(t dt

sen(t) cos(t)

~——
[y

N =



Exemplo 4: Calcular / —/
xV4+ x?

O integral contém um radical da forma va2 + u?, com a=2e u = x,
pelo que a mudanca de varidvel a utilizar é x = 2tg(t), com t € ]—g, 5 [
Nesta situagdo, temos

Va4 +x2 = \/4(1+tg \/4sec2 (t) = 2| sec(t)| = 2sec(t)

d
A diferencial é dx = di; dt = 2sec?(t) dt.

Substituindo no integral, vem

1
l:/2tg(t 2sec(t) - 2sec’( /tg t dt
cos(t 1
/sen(t) cos(?) dt = = /cosec(t) t

——

N =



Exemplo 4: Calcular / —/
xV4+ x?

O integral contém um radical da forma va2 + u?, com a=2e u = x,
pelo que a mudanca de varidvel a utilizar é x = 2tg(t), com t € ]—g, 5 [
Nesta situagdo, temos

Va4 +x2 = \/4(1+tg \/4sec2 (t) = 2| sec(t)| = 2sec(t)

d
A diferencial é dx = di; dt = 2sec?(t) dt.

Substituindo no integral, vem

1

l:/2tg(t 2sec(t) +2sec’( /tg
cos(t

/sen(t) cos(t )dt /cosec(t) t=

[
[

sec dt

—~~

t

~——
[y

In |cosec(t) — cotg(t)| + C

1
2

N =



Integracao por Substituicdo

1
Exemplo 4: (continua¢do) Calcular | = /— dx

xV4 + x?
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Integracao por Substituicdo

Exemplo 4: (continuac3do) Calcular / —/
plo 4: (continuaio) e ®

Para voltar a varidvel inicial x, necessitamos de escrever cosec(t) e cotg(t)
como fungdes de x.
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Exemplo 4: (continuacdo) Calcular / —/
plo 4: (continuago) e ®

Para voltar a variavel inicial x, necessitamos de escrever cosec(t) e cotg(t)
como fungdes de x.

2
Uma vez que x = 2tg(t), temos tg(t) = % e cotg(t) = —.
X

tpa



1
Exemplo 4: (continuacdo) Calcular / :/dx
plo 4: ( 30) AT

Para voltar a variavel inicial x, necessitamos de escrever cosec(t) e cotg(t)
como fungdes de x.

2
Uma vez que x = 2tg(t), temos tg(t) = % e cotg(t) = —.
X

Sabemos que 1 + cotg?(t) = cosec?(t), de onde

cosec(t) = /1 + cotg?(t)

tpa



1
Exemplo 4: (continuacdo) Calcular / :/dx
plo 4: ( 30) AT

Para voltar a variavel inicial x, necessitamos de escrever cosec(t) e cotg(t)
como fungdes de x.

2
Uma vez que x = 2tg(t), temos tg(t) = % e cotg(t) = —.
X

Sabemos que 1 + cotg?(t) = cosec?(t), de onde

4
cosec(t) = 4/1+cotg?(t) = /1 + —
X
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1
Exemplo 4: (continuacdo) Calcular / :/dx
plo 4: ( 30) AT

Para voltar a variavel inicial x, necessitamos de escrever cosec(t) e cotg(t)
como fungdes de x.

2
Uma vez que x = 2tg(t), temos tg(t) = % e cotg(t) = —.
X

Sabemos que 1 + cotg?(t) = cosec?(t), de onde

4 214
cosec(t) = /1 + cotg?(t) = \/1+2 = \/X —;
X X
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1
Exemplo 4: (continuacdo) Calcular / :/dx
plo 4: ( 30) AT

Para voltar a variavel inicial x, necessitamos de escrever cosec(t) e cotg(t)
como fungdes de x.

2
Uma vez que x = 2tg(t), temos tg(t) = % e cotg(t) = —.
X

Sabemos que 1 + cotg?(t) = cosec?(t), de onde

4 214 Vit x2
cosec(t) = 1—|—cotg2(t):\/1+2:\/x —; _varx
X X X
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1
Exemplo 4: (continuacdo) Calcular / :/dx
plo 4: ( 30) AT

Para voltar a variavel inicial x, necessitamos de escrever cosec(t) e cotg(t)
como fungdes de x.

2
Uma vez que x = 2tg(t), temos tg(t) = % e cotg(t) = —.
X

Sabemos que 1 + cotg?(t) = cosec?(t), de onde

4 214 Vit x2
cosec(t) = 1—|—cotg2(t):\/1+2:\/x —; _varx
X X X

Substituindo no integral vem

1 1 |varxe 2
I = 5 In |cosec(t) — cotg(t)| + C = 5 | Y222 +C
X X

tpa



Integracao por Substituicdo

x2+1

Exemplo 5: Calcular | = /— dx
P x24/1 — x2
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Integracao por Substituicdo

x2+1
——dx
x24/1 — x2

O integral contém um radical da forma va2 — u?, comu=xea=1,
-z . Lo T T
pelo que a mudanga de varidvel a utilizar é x = sen(t), com t € [—5, 5}.

Exemplo 5: Calcular | = /
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x?+1
——dx
x24/1 — x2
O integral contém um radical da forma va?2 — u?, comu=xea=1,
pelo que a mudanca de varidvel a utilizar é x = sen(t), com t € [, Z].
Nesta situagdo, temos

V1—x2= \/1 —sen?(t) = \/cosz(t) = cos(t)

Exemplo 5: Calcular / _/

tpa



x?+1 d
—— aX
x24/1 — x2
O integral contém um radical da forma va?2 — u?, comu=xea=1,
pelo que a mudanca de varidvel a utilizar é x = sen(t), com t € [, Z].
Nesta situagdo, temos

V1—x2= \/1 —sen?(t) = \/cosz(t) = cos(t)

d
A diferencial é dx = di; dt = cos(t) dt.

Exemplo 5: Calcular / _/

tpa



x?+1 d
—— aX
x24/1 — x2
O integral contém um radical da forma va?2 — u?, comu=xea=1,
pelo que a mudanca de varidvel a utilizar é x = sen(t), com t € [, Z].
Nesta situagdo, temos

V1—x2= \/1 —sen?(t) = \/cosz(t) = cos(t)

d
A diferencial é dx = di; dt = cos(t) dt.
Substituindo no integral, vem

/_/Sen2(t)+1.cos(t) dt

sen?(t) cos(t)

Exemplo 5: Calcular / _/

tpa



x?+1 d
—— aX
x24/1 — x2
O integral contém um radical da forma va?2 — u?, comu=xea=1,
pelo que a mudanca de varidvel a utilizar é x = sen(t), com t € [, Z].
Nesta situagdo, temos

V1—x2= \/1 —sen?(t) = \/cosz(t) = cos(t)

d
A diferencial é dx = di; dt = cos(t) dt.
Substituindo no integral, vem

I—/%-cos(t)dt—/(l—i—m%) dt

Exemplo 5: Calcular / _/
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x?+1 d
—— aX
x24/1 — x2
O integral contém um radical da forma va?2 — u?, comu=xea=1,
pelo que a mudanca de varidvel a utilizar é x = sen(t), com t € [, Z].
Nesta situagdo, temos

V1—x2= \/1 —sen?(t) = \/cos2(t) = cos(t)

d
A diferencial é dx = di; dt = cos(t) dt.
Substituindo no integral, vem

I—/%-cos(t)dt—/(l—i—m%) dt
:/(1+cosec2(t)) dt

Exemplo 5: Calcular / _/

tpa



x?+1 d
—— aX
x24/1 — x2
O integral contém um radical da forma va?2 — u?, comu=xea=1,
pelo que a mudanca de varidvel a utilizar é x = sen(t), com t € [, Z].
Nesta situagdo, temos

V1—x2= \/1 —sen?(t) = \/cos2(t) = cos(t)

d
A diferencial é dx = di; dt = cos(t) dt.
Substituindo no integral, vem

I—/%-cos(t)dt—/(l—i—m%) dt

- / (1 + cosec®(t)) dt = t — cotg(t) + C

Exemplo 5: Calcular / _/

tpa



x?+1 d
—— aX
x24/1 — x2
O integral contém um radical da forma va?2 — u?, comu=xea=1,
pelo que a mudanca de varidvel a utilizar é x = sen(t), com t € [, Z].
Nesta situagdo, temos

V1—x2= \/1 —sen?(t) = \/cos2(t) = cos(t)

d
A diferencial é dx = di; dt = cos(t) dt.
Substituindo no integral, vem

I—/%-cos(t)dt—/(l—i—m%) dt

- / (1 + cosec®(t)) dt = t — cotg(t) + C

Voltando a varidvel inicial x, vem

Exemplo 5: Calcular / _/

V1 —x?

| = arcsen(x) — — * C
2]



Integracao por Partes
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Integracao por Partes

Exemplo 1: Calcular | = /In(x) dx
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Integracao por Partes

Exemplo 1: Calcular | = /In(x) dx

- v dc=u-v— [ u-Vdx
—~—

integra deriva
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Integracao por Partes

Exemplo 1: Calcular | = /In(x) dx

- v dc=u-v— [ u-Vdx
—~—

integra deriva

R RO

integra  4eriva u v
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Integracao por Partes

Exemplo 1: Calcular | = /In(x) dx

- v dc=u-v— [ u-Vdx
—~—

integra deriva

/\1/ In(x) dx :/ L -wdx

integra derlva u

=_x In(x) /\/

i{m
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Integracao por Partes

Exemplo 1: Calcular | = /In(x) dx

- v dc=u-v— [ u-Vdx
—~—

integra deriva

R RO

integra  geriva u v )
=_x In(x)— / X - — dx
N N~ —~ X
u v u \7./
v

:xln(x)—/ldx
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Integracao por Partes

Exemplo 1: Calcular | = /In(x) dx

- v dc=u-v— [ u-Vdx
—~—

integra deriva

R RO

integra  geriva u v
g [ o
u v u \VT/
:xln(x)—/ldx

=xIn(x) —x+ C
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Integracao por Partes

Exemplo 2: Calcular | = /arcsen(x) dx
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Integracao por Partes

Exemplo 2: Calcular | = /arcsen(x) dx

/arcsen(x)dx = /l-arcsen(x) dx
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Integracao por Partes

Exemplo 2: Calcular | = /arcsen(x) dx

/arcsen(x)dx = /l-arcsen(x) dx

= x - arcsen(x)

1
—/x-—_l_x2 dx
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Integracao por Partes

Exemplo 2: Calcular | = /arcsen(x) dx

/arcsen(x)dx = /1 - arcsen(x) dx
1
= x-arcsen(x) — [ X+ ——= dx
2 / V1—x?

= x-arcsen(x) — [ x- (1 —x?)"Y2dx
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Integracao por Partes

Exemplo 2: Calcular | = /arcsen(x) dx

/arcsen(x)dx = /1 - arcsen(x) dx
1
= x-arcsen(x) — [ X+ ——= dx
2 / V1—x?

= x-arcsen(x) — [ x- (1 —x?)"Y2dx

= x - arcsen(x) + % /(_QX) (1- X2)—1/2 dx

tpa Matemética | 15/19



Integracao por Partes

Exemplo 2: Calcular | = /arcsen(x) dx

/arcsen(x)dx = /l-arcsen(x) dx

= x - arcsen(x)

1
_/X.——l—xz dx
= x-arcsen(x) — [ x- (1 —x?)"Y2dx

= x - arcsen(x) + % (—2x) - (1 = x?)" Y2 dx
1(1—x?)1/?

= . -~ 7 C
x - arcsen(x) + 5 I +
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Exemplo 2: Calcular | = /arcsen(x) dx

/arcsen(x)dx = /1-arcsen(x) dx
1
= x - arcsen(x) — /x . e dx
= x - arcsen(x) — /x (1 —x?)"Y2 dx

tpa

1
- arcsen(x) + 3

-arcsen(x) + =

(—2x) - (1 — x?)"Y/2 dx

L 2\1)2
;(1 D7 ¢

2
-arcsen(x) + V1 —x2+C



Integracao por Partes

Exemplo 3: Calcular | = /x2 - cos(2x) dx
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Integracao por Partes

Exemplo 3: Calcular | = /x2 - cos(2x) dx

Por vezes temos dividas sobre qual a fun¢do que devemos escolher para
integrar (ou derivar).
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Exemplo 3: Calcular | = /x2 - cos(2x) dx

Por vezes temos dilvidas sobre qual a funcdo que devemos escolher para
integrar (ou derivar). Escolhendo x? para integrar e cos(2x) para derivar,
temos

3
v =x? u= X2dX:?—|—C
v = cos(2x) v/ = —2sen(2x)

X3 X3
/v cos(x) =3 - cos(2x) — / 3 (—2sen(2x)) dx

tpa



Exemplo 3: Calcular | = /x2 - cos(2x) dx

Por vezes temos dilvidas sobre qual a funcdo que devemos escolher para
integrar (ou derivar). Escolhendo x? para integrar e cos(2x) para derivar,
temos

3

v =x? u:/XZdX:);+C
v = cos(2x) v/ = —2sen(2x)
x3 x3
/v w =3 - cos(2x) — / 3 (—2sen(2x)) dx

x3 2 3
=3 - cos(2x) + 3% sen(2x) dx

~
mais complexo

tpa



Integracao por Partes

Exemplo 3: (continuagdo)
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Exemplo 3: (continuagdo)

Invertendo a escolha anterior, ou seja, escolhendo x? para derivar e
cos(2x) para integrar, temos

1
v’ = cos(2x) u= /cos(2x) dx = 5 sen(2x) + C

v = x2 v =2x

1 1
/ x? .cos(2x)dx = 5 sen(2x) - x* — / §sen(2x) - 2x dx

u/
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Exemplo 3: (continuagdo)

Invertendo a escolha anterior, ou seja, escolhendo x? para derivar e
cos(2x) para integrar, temos

1
v’ = cos(2x) u= /cos(2x) dx = 5 sen(2x) + C

v = x2 v =2x

1 1
/ x? .cos(2x)dx = 5 sen(2x) - x* — / §sen(2x) - 2x dx
1
= §x2 sen(2x) — /x - sen(2x) dx

-~

h
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Exemplo 3: (continuagdo)

Invertendo a escolha anterior, ou seja, escolhendo x? para derivar e
cos(2x) para integrar, temos

1
v’ = cos(2x) u= /cos(2x) dx = 5 sen(2x) + C

v = x2 v =2x

1 1
/ x? .cos(2x)dx = 5 sen(2x) - x* — / §sen(2x) - 2x dx
1
= §x2 sen(2x) — /x - sen(2x) dx

-~

h
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Integracao por Partes

Exemplo 3: (continuagdo)

Para calcular | = /x - sen(2x) dx temos de novo de integrar por partes.

tpa Matemética | 18/19



Exemplo 3: (continuagdo)
Para calcular I} = /x - sen(2x) dx temos de novo de integrar por partes.

Escolhendo sen(2x) para integrar e x para derivar, temos

1
v’ = sen(2x) u= /sen(2x) dx = 5 cos(2x) + C

vV =x vi=1
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Exemplo 3: (continuagdo)
Para calcular I} = /x - sen(2x) dx temos de novo de integrar por partes.
Escolhendo sen(2x) para integrar e x para derivar, temos

1
v’ = sen(2x) u= /sen(2x) dx = 5 cos(2x) + C

vV =x vi=1

1 1
h :/ x -sen(2x) dx = ~5 cos(2x)-x—/—2 cos(2x) - Ldx

v
LI,
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Exemplo 3: (continuagdo)
Para calcular I} = /x - sen(2x) dx temos de novo de integrar por partes.

Escolhendo sen(2x) para integrar e x para derivar, temos

1
v’ = sen(2x) u:/sen(2x)dx:—2 cos(2x) + C
v=x vi=1
h= (2)d—1 (2x) /1052)1d
1= [ _x -sen(2x) dx = 2cos x) 5 X X

v
LI/

1 1
:—ixcos (2x) +2/cos (2x) d
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Exemplo 3: (continuagdo)
Para calcular I} = /x - sen(2x) dx temos de novo de integrar por partes.

Escolhendo sen(2x) para integrar e x para derivar, temos

1
v’ = sen(2x) u= /sen(2x) dx = 5 cos(2x) + C
v=x vi=1
h= (2x) dx = 1 (2x) / 1cos(2)1d
1= [ X -sen(2x) dx = —3 cos(2x) - x 5 X X

u

1 1
=-3 x cos(2x) + 5 /cos(2x) dx

1 1
=5 x cos(2x) + 1 sen(2x) + C

tpa



Exemplo 3: (continuagdo)
Para calcular I} = /x - sen(2x) dx temos de novo de integrar por partes.

Escolhendo sen(2x) para integrar e x para derivar, temos

1
v’ = sen(2x) u= /sen(2x) dx = 5 cos(2x) + C
v=x vi=1
h= (2x) dx = 1 (2x) / 1cos(2)1d
1= [ X -sen(2x) dx = —3 cos(2x) - x 5 X X

u

1 1
=-3 x cos(2x) + 5 /cos(2x) dx

1 1
=5 x cos(2x) + 1 sen(2x) + C
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Integracao por Partes

Exemplo 3: (continuacdo)

1
/x2 -cos(2x)dx = §x2 sen(2x) — h
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Integracao por Partes

Exemplo 3: (continuacdo)

1
/x2 -cos(2x)dx = §x2 sen(2x) — h

1 1 1
= §x2 sen(2x) — (—5 x cos(2x) + 2 sen(2x)>
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Integracao por Partes

Exemplo 3: (continuacdo)

1
/x2 -cos(2x)dx = §x2 sen(2x) — h

1 1 1
= §x2 sen(2x) — (—5 x cos(2x) + 2 sen(2x)>

1 1 1
= §X2 sen(2x) + 5% cos(2x) — 2 sen(2x) + C
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